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D. Hilbert(1862{1943)��H �̧��H +þAd���̂>���H

� (consistency) �̧í�Hs� \O�#Q�� ô�Ç��. 7£¤, Õª +þAd���̂>� ?/\�_� e��_�_� "î
]j p

\� @/
�#� p ü< :p �� 1lxr�\� 7£x"î
÷&��H {9�s� \O�#Q�� ô�Ç��.

� (completeness) ¢-a���
�#��� ô�Ç��. 7£¤, Õª +þAd���̂>�\�"f ��������H y�� "î
]j

p \� @/
�#� p ¢̧��H :p \�¦ 7£x"î
½+É Ãº e��#Q�� ô�Ç��.

�¦ 
��¦, \íß�Õüt /BNo�_� Áº�̧í�H$í
"÷�r ��m��� Ãº�<Æ_� ���ÂÒ\�¦ +þAd���̂>��Ð ½̈»¡¤
�

�¦ Õª +þAd���̂>��� Áº�̧í�H&h�s��¦ ¢-a���
�����H �̄	�̀¦ 7£x"î

�l�\�¦ ¹̄½̈
� 9 ��� [j

>�\�¦ [�t�� ��m� 9 s��Qô�Ç ë�H]j_� ×�æ¹̄$í
�̀¦ y©��̧
�%i���.1

Hilber��H {9�Òqt_� \O�&h�Ü¼�Ð 1930�̧� 9�Z4 8{9�\� �����_� �¦�¾Ó��� K�onigsberg_�

"î
\Vr�����Ý¶�̀¦%3���H��.Õª±ú�\P��2;1lq{9�õ��<Æ-_��<Æa�?�r_�l��̧���[O�\�"f Hilbert��H

\�����_� s�K�ü< �7Ho�"����H ]j3lqÜ¼�Ð y©����
�%i���HX<, ÕªM: z��|�� ��t�}�� ú́�s� Ä»

"î
ô�Ç

Wir m�ussen wissen. Äºo���H ·ú����� ô�Ç��.

Wir werden wissen. Äºo���H ·ú� �̄	s���.

s���. Hilbert��Hs� ú́��̀¦Õª±ú�$�¥Æ�_���n��̧~½Ó5Åx\�"f�̧ô�Ç�� [http://topo.math.u-

psud.fr/�lcs/Hilbert/HlbrtKE.htm]. s� ë�H½̈��H Hilbert_� ¬¹q�\� Dh��4R e����.

s� ±ú��̀¦ l�¥Æ�
�l� 0A
�#� 9�Z4 5{9�ÂÒ'� �̧Õªëß� �<Æ�r�� \P�§4��� [Davis, p.122],

[Chaitin]. �<Æ�r_� 'Í	±ú�\���H Ãº�<Æ_� l��í\� �'a
�#� ô�Çr�çß� ��o� µ1Ï³ð�� [j>h e��

%3���HX<, 'Í	���P: µ1Ï³ð����H �̧Û¼àÔo���_� Wien(Vienna)\�"f �:r R. Carnap s�%3�

�¦, ¿º���P: µ1Ï³ð����H L. Brouwer_� �<ÆÒqt��� A. Heyting, [j���P: µ1Ï³ð����H J. von

Neumanns�%3���. Von Neumann�Ér Hilbert_� áÔ�ÐÕªÏþ�\� @/
�#� µ1Ï³ð
�%i���.

�<Æ�r_� ÑütÞQ	±ú�\��̧ %i�r� ô�Çr�çß���o� µ1Ï³ð�� [j>h e��%3��¦, s�#Q"f 20ì�r��o�

µ1Ï³ð�� [j>h �8 e��%3���. s� 20ì�r��o�µ1Ï³ð��\� Carnapõ� °ú s�Wien\�"f �:r Û¼

ÓütW1¶ú���o� K. G�odels� e��%3���. Õª��H �����_� ~ÃÌ���<Æ0A �7Hë�H2\� @/
�#� µ1Ï³ð
�

%i���.

[jÞQ	±ú� "é¶�ÃÌ�r_�\�"f G�odel�Ér \íß�Õüt�̀¦ �í�<Ê
����"f Áº�̧í�Hs��¦ ¢-a���ô�Ç +þA

d���̂>���H�>rF�
�t� ·ú§��H��"��HÔ�¦Ô�¦Ô�¦¢-a¢-a¢-a���������$í
$í
$í
 &ñ
&ñ
&ñ
o�o�o�\�¦ µ1Ï³ðô�Ç��. Von Neumann�ÉrÕª

��o�\�"f G�odel_� &ñ
o�_� ×�æ¹̄$í
�̀¦ f��y��
��¦ Hilbert_� áÔ�ÐÕªÏþ�s� =åQz�¤���¦

1Hilbert��H 1904 �̧� Heidelberg\�"f \P��2; ]j3�r ICM \�"f \�7Ho��<Æõ� íß�Õüt_� l��í\� @/
�

#�(�Uber die Grudlagen der Logik und Arithmetik)" µ1Ï³ð
�%i��¦, 1928 �̧� s�ñÁ�o�_� Bologna\�

"f \P��2; ICM�̧ s� ë�H]j\�¦ y©��̧
�%i���.
2Frege ½©gË:_� ¢-aq�$í
\� �'aô�Ç �̄	e��.
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Òqty��ô�Ç��. Von Neumann�Ér �7Ho��<Æõ� Ãº�<Æ_� l��í\� �'a
�#� <Éªp�\�¦ ��t��¦ e��

%3��¦, Õª±ú� s�Êê�Ð G�odelõ� �2;
�>� t�?/%3��¦ G�odel_� \O�&h��̀¦ V,�o� <�ª�Ð
�%i�Ü¼

 9 G�odel �̀¦ ��o�Û¼�Ð9\�YUÛ¼ s�Êê�Ð ���©� ¿
ËÒ6xô�Ç �7Ho��<Æ�����¦ ú́�
�%i�t�ëß�, ���

&ñ
 ��l� ������Ér �8s��©� �7Ho��<Æ�̀¦ ���½̈
�t� ·ú§��¤��.

1 G�odel_�_�_� Ô�¦Ô�¦Ô�¦¢-a¢-a¢-a���������$í
$í
$í
 &ñ
&ñ
&ñ
o�o�o�

G�odel�Ér ��f±	ú́��©�s� ����1lqÛ¼

s� ë�H�©��Ér ÕªØÔ��

\�¦ ���+þA
�#�

s� ë�H�©��Ér 7£x"î
½+É Ãº \O���

����H "î
]j\�¦ Òqty��
�%i���. s� "î
]j\�¦ p �Ð ¿º���

p = p ��H 7£x"î
½+É Ãº \O���

s���. G�odel�Ér s� "î
]j\�¦ íß�Õüt_� "î
]j�Ð ��ÜãJ Ãº e��%3���.3

Õª�Q��� íß�Õüt�̀¦ �í�<Ê
���H +þAd�� �̂>� S \� @/
�#�

(i) p ��H �ÃÐ��� "î
]js���. s��̄	�̀¦ 7£x"î

�l� 0A
�#� +þAd���̂>� S �� Áº�̧í�Hs���

�¦ ��&ñ

�#��̧ �)a��. ëß���� p �� ��f±	s������ \p ��H 7£x"î
½+É Ãº \O���"�� ��

f±	s��¦, ����"f \p ��H 7£x"î
½+É Ãº e����"�� ÷&#Q ��f±	"î
]j\�¦ 7£x"î

�>� ÷&��H

�̧í�Hs� !ÿt|����. Õª�QÙ¼�Ð p ��H �ÃÐs����� ô�Ç��.

(ii) :p ��H ��f±	s�Ù¼�Ð, S �� Áº�̧í�Hs���� :p ��H 7£x"î
½+É Ãº \O���.

(iii) S �� ÁºÁºí�Hs������, p ��H 7£x"î
½+É Ãº \O���. �=��
����, ëß���� 7£x"î
½+É Ãº e����

���, p �� �ÃÐs��¦ 1lxr�\� \p \�¦ 7£x"î
½+É Ãº \O���"�� �ÃÐs�����H �̧í�Hs� Òqtl�l�

M:ë�Hs���.

(iv) �8ç�H����, +þAd�� �̂>� S �� Áº�̧í�Hs������ \S ��H Áº�̧í�Hs���"\�¦ 7£x"î
½+É Ãº

\O���.

����"f íß�Õüt�̀¦ �í�<Ê
���H Áº�̧í�H��� +þAd���̂>���H �ÃÐe��\��̧ Ô�¦½̈
��¦ 7£x"î
½+É

Ãº \O���H "î
]j\�¦ ��t�Ù¼�Ð ¢-a���ô�Ç +þAd���̂>��� ��m���.

G�odel_�µ1Ï|
�Ü¼�Ð Hilbert_�ÀDK�Éríß�íß� �̧y��s�z�¤��.
�t�ëß�ëß���� Hilbert_�

ÀDKs� s�ÀÒ#Q&������� #Q*�ô�Ç {9�s� ZO�#Q|9���? Hilbert_� ÀDKs� z�́�&³�)a����H �̄	�Ér ��

�Ð Ãº�<Æs�����H �<Æë�H_� 7áxú́��̀¦ >pw½+É Ãº�̧ e����. G�odel_� &ñ
o���H Ãº�<Æs� %ò
"é¶


�����H �̄	�̀¦ ú́�
��¦, �8 ������ ��|ÃÐõ� l�>�ü< �:r|9�&h�Ü¼�Ð ��ØÔ����H �̄	�̀¦ _�

p�½+É Ãº�̧ e����. ([Changeux, Connes], [Connes, Lichnerowicz, Sch�utzenberger],

[Penrose], [Davis], [Dennet]) G�odel_� &ñ
o���H #Q*�ô�Ç +þAd�� �̂>�s�~��t� Õª�̄	s�

3y�� l� ñ\� �����Ãº\�¦ @/6£xr�v����, l� ñ�Ð æ¼#���� "î
]j p ��H �����Ãº_� Ãº\P�s� �)a��. s�M: Ä»ô�Ç

�����Ãº\P� (n1; n2; n3; : : :) \� @/
�#� �����Ãº 2n13n25n3 � � � \�¦ @/6£xr�~�́ Ãº e����. s� �����Ãº\�¦ \"î


]j p _� G�odel Ãº"�� ô�Ç��. G�odel�Ér �rl�(recursive)�<ÊÃº s��:r�̀¦ &ñ
wn�
�#� Ô�¦¢-a&ñ
$í
 &ñ
o�\�¦ µ1Ï³ð


�%i���. G�odel_� s��:r�Ér Êê\� \(��ÉÓ'� ���#Q"_� �̧�̂�� �)a��.
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7£x"î
½+É Ãº e����H �̄	\���H ô�Ç>��� e��Ü¼ 9, 7£x"î
½+É Ãº \O�#Q�̧ �ÃÐ��� "î
]j�� e�������

Äºo�_� /BNo�>�\�¦ �8 V,�y���� �)a����H �̄	�̀¦ _�p�
�l��̧ ô�Ç��.

Êê\� A. Turing_� \O�&h�õ� 20[jl� n�t�_O� +À:"î
�̀¦ ¶ú�(R�Ð��� G�odel_� &ñ
o���H

Hilbert_� ÀDK�̀¦ ���&ñ
ô�Ç _�p�\�"f z�́�&³÷&>� ô�Ç �̄	Ü¼�Ð �̂¦ Ãº e����.

2 Goodstein &ñ
&ñ
&ñ
o�o�o�

�Ðz�ü< ��·¡¤s��� ��6£§õ� °ú s� �â
l�\�¦ ô�Ç���¦ ô�Ç�� [Connes et al., 2001]. ���$�

�����Ãº n �̀¦ 
��� Òqty��ô�Ç��. \V\�¦ [þt#Q n = 9 �� 
���. s� Ãº\�¦ 2���ZO�Ü¼�Ð ³ð�&³


����

9 = 22+1 + 1

s���.4 Õª�Q��� �Ðz���H x9�Ãº 2\�¦ 
��� 7£x��r������.

33+1 + 1:

Õª ��6£§\� ��·¡¤s���H 1 �̀¦ �É���:

33+1:

��r� �Ðz���H x9�Ãº\�¦ 
��� 7£x�� r������:

44+1:

Õª�Q��� ��·¡¤s���H 1 �̀¦ �É���:

3 � 44 + 3 � 43 + 3 � 42 + 3 � 4 + 3:

s�ü< °ú s� �Ðz���H x9�Ãº\�¦ 
��� 7£x��r�v��¦ ��·¡¤s���H 1 �̀¦ NS��H �̄	�̀¦ >�5Åq
����

��6£§õ� °ú s� ���:r��.

�Ðz�: 3 � 55 + 3 � 53 + 3 � 52 + 3 � 5 + 3.

��·¡¤s�: 3 � 55 + 3 � 53 + 3 � 52 + 3 � 5 + 2.

�Ðz�: 3 � 66 + 3 � 63 + 3 � 62 + 3 � 6 + 2.

��·¡¤s�: 3 � 66 + 3 � 63 + 3 � 62 + 3 � 6 + 1.

�Ðz�: 3 � 77 + 3 � 73 + 3 � 72 + 3 � 7 + 1.

��·¡¤s�: 3 � 77 + 3 � 73 + 3 � 72 + 3 � 7.

�Ðz�: 3 � 88 + 3 � 83 + 3 � 82 + 3 � 8.

��·¡¤s�: 3 � 88 + 3 � 83 + 3 � 82 + 2 � 8 + 7.
...

42���ZO�Ü¼�Ð ³ð�&³½+É M: 3 s��©�_� Õüw��\�¦ ��6 x
�t� ·ú§�̧2�¤ ô�Ç��. \V\�¦ [þt#Q 513 �̀¦ s����ZO�Ü¼�Ð ³ð

�&³
���� 22
2+1

+1 + 1 s���.
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s� �â
l�_� 3lq&h�s� �Ðz���H ô�Ç\O�s� 	�H Ãº\�¦ %3���H �̄	s��¦, ��·¡¤s���H 0�̀¦ %3���H

�̄	s������ õ���� ¾º�� s�U�́��?

R. Goodstein�Ér "fÃº(ordinal number)s��:r�̀¦��6 x
�#� e��_�_� n\�@/
�#�

��·¡¤s��� s�|������H �̄	�̀¦ 7£x"î

�%i���.

Õª�� 7£x"î
ô�Ç ~½ÓZO��Ér ��6£§õ� °ú ��. 0A\�"f �Ðz��� ëß���H Ãº\�¦ Òqty��
���. s�M:

x9�Ãº\�¦ �̧¿º "fÃº ! �Ð ��Ë̈��� ��6£§õ� °ú �Ér y���è
���H "fÃº_� \P��̀¦ %3���H��.

!
!+1 + 1

!
!+1

3 � !! + 3 � !3 + 3 � !2 + 3 � ! + 3

3 � !! + 3 � !3 + 3 � !2 + 3 � ! + 2

3 � !! + 3 � !3 + 3 � !2 + 3 � ! + 1

3 � !! + 3 � !3 + 3 � !2 + 3 � !

ô�Ç¼#� y���è
���H "fÃº_� \P��Ér ìøÍ×¼r� Ä»ô�Ç Ãº\P�s�Ù¼�Ð ��·¡¤s��� s�|����.

L. Kirbyü< J. Paris��H Goodstein &ñ
o�\�¦ PA(�̀���̧_� íß�Õüt /BNo�) îß�\�"f

7£x"î
½+É Ãº \O�6£§�̀¦ �Ð%i���.

�ÃÐ�ÃÐ�ÃÐ�¦�¦�¦ë�Hë�Hë�H��³��³��³
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